Faculte des Sciences de Rabat 
Departement de Mathematiques 

Serie d’exercices 1 



SMPC-S1 
M3-E1 : Analyse 



Exercice 1 1. Demontrer que si r € Q et x ^ Q alors r + et si r 0 alors r.x (f Q. 

2. Montrer que y/2 0 Q, 

3. En deduire qu’ entre deux nombres rationnels il y a toujours un nombre irrationnel. 

4 ■ Soient a etb deux rationnels positifs tels que y/a et y/b soient irrationnels. Montrer que y/a + y/b 
est irrationnel. 



Exercice 2 Trouver sous la forme | des rationnels x dont les developements decimaux periodiques 
sont donnes par : 

3, 1414 ... ; 0, 999 ... ; 3,1499... 

Exercice 3 Le maximum de deux nombres x, y (c’est-a-dire le plus grand des deux) est note max(x, y). 
De meme on notera min(x, y) le plus petit des deux nombres x,y. Demontrer que : 

x + y+\x-y\ x + y — \x — y\ 

max(x, y) = et mm(x, y) = . 

Trouver une formule pour max(x, y. z ). 

Exercice 4 Determiner la borne superieure et inferieure (si elles existent) de : A = { u n | n € N} en 
posant u n = 2 n si n est pair et u n = 2~ n sinon. 

Exercice 5 Determiner (s’ils existent) : les majorants, les minorants, la borne superieure, la borne 
inferieure, le plus grand element, le plus petit element des ensembles suivants : 

[0,1] nQ, ]0, l[n<Q) , N, j(-l) n + ^2 I n G N*| . 

Exercice 6 Si a et b sont des reels positifs ou nuls, montrer que : 



\fa Vb ^ 2 yj (i-j-ft. 



Exercice 7 Soil f : 



telle que 

V(x,y)€M 2 f{x + y) = f(x) + f(y). 



Montrer que 

1. Vn€ N f(n) = n ■ /( 1). 

2. Mn 6Z f(n) = n ■ /( 1). 

3. VgGQ f{q) = g •/(!)• 

4 ■ Vx € M /(x) = x • /( 1) si f est croissante. 
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Correction 1 1. Soit r = ^GQetx^Q. Par I’absurde supposons que r + x € Q alors il existe 

deux entiers p',q' tels que r + x = ^ . Done x = ^ | = qp € Q ce qui est absurde car 

x £ Q. 

De la meme fagon si r ■ x £ Q alors r ■ x = ^ Et done x = jp-2. Ce qui est absurde. 

2. Methode “classique” . Supposons, par l ’ absurde , que \pl £ Q alors il existe deux entiers p, q tels 
que y/2 = | . De plus nous pouvons supposer que la fraction est irreductible (p et q sont premiers 
entre eux). En elevant. I’egalite au carre nous obtenons q 2 x 2 = p 2 . Done p 2 est un nombre pair, 
cela implique que p est un nombre pair (si vous n’etes pas convaincu ecrivez la contraposee “p 
impair =4> p 2 impair'’). Doncp = 2 xp 1 aveep' £ N, d’oup 2 = 4 xp' 2 . Nous obtenons q 2 = 2xp' 2 . 
Nous en deduisons maintenant que q 2 est pair et comme ci-dessus que q est pair. Nous obtenons 
ainsi une contradiction car p et q etant tous les deux pairs la fraction | n’est pas irreductible et 
aurait pu etre simplifiee. Done \[2 ^ Q. 

Autre methode. Supposons par I’absurde que y/2 £ Q. Alors \[2 = | pour deux entiers p,q £ N*. 
Alors nous avons q ■ \[2 £ N. Considerons I’ensemble suivant : 

AA = |n £ N* | n ■ V2 £ n} . 

Cet ensemble A f est une partie de N* qui est non vide car q £ M . On peut alors prendre le plus 
petit element de AT : no = minAA En particulier no • \/2 £ N. Definissons maintenant n\ de 
la fagon suivante : n\ = no • \/2 — no- Il se trouve que n± appartient aussi a A f car d’une part 
n\ £ N (car no et no • \/2 sont des entiers) et d’autre part n\ ■ y/2 = no • 2 — no • \/2 £ N. Montrons 
maintenant que n\ est plus petit que no- Comme 0 < \pl — 1 < 1 alors n± = ?ro(\ // 2 — 1) < no et 
est non nul. 

Bilan : nous avons trouve m € Af strictement plus petit que no = min Al . Ceci fournit une 
contradiction. Conclusion : \fl n’est pas un nombre rationnel. 

3. Soient r,r' deux rationnels avec r < r' . Notons x = r + ^ 2 (r 1 — r). D’une part x £]r, r'[ (car 

0 < ^ < 1) et d’apres les deux premieres questions y/2 ^ Q done x ^ Q. Et done x est 

un nombre irrationnel compris entre r et r' . 

4 ■ a — b= (y/a - Vb){y/a + Vb) 

Correction 2 On multiplie avec 10 p avec p bien choisit, puis on fait la differnce pour obtenir un 
entier. 

Correction 3 Explicitons la formule pour max(x, y). Si x ^ y, alors \x — y\ = x — y done ^(x + y + 
\x — y\) = \{x + y + x — y) = x. De meme si x ^ y, alors \x — y\ = — x + y done \(x + y + \x — y\) = 
\{x + y-x + y) = y. 

Pour trois elements, nous avons max(x, y, z ) = max ( max(x, y),z) , done d’apres les formides pour 
deux elements : 

maxfx, y) + z + I maxfx, y) — z I 
max(x, y, z) = 

\{x + y + \x — y\) + z + \ \{x + y + \x - y\) — z\ 

~ 2 ' 

Correction 4 ( U 2 k)k tend vers +oo et done A ne possede pas de majorant, ainsi A n’a pas de borne 
superieure (cependant certains ecrivent alors sup A = +ooj. D’autre part toutes les valeurs de (u n ) 
sont positives et (u 2 k+i)k tend vers 0, done inf A = 0. 

Correction 5 1. [0, l]nQ. Les majorants : [1, +oo[. Les minorants : ]— oo, 0]. La borne superieure : 

1. La borne inferieure : 0. Le plus grand element : 1. Le plus petit element 0. 
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2. ]0, l[nQ. Les majorants : [l,+oo[. Les minorants : ] — oo,0]. La borne superieure : 1. La borne 
inferieure : 0. II nexiste pas de plus grand element ni de plus petit element. 

3. N. Pas de majorants, pas de borne superieure, ni de plus grand element. Les minorants : ] — oo, 0] . 
La borne inferieure : 0. Le plus petit element : 0. 

4- j(— l) n +V | n € N* j . Les majorants : [|, +oo[. Les minorants : ]— oo, —1]. La borne superieure : 
La borne inferieure : —1. Le plus grand element : Pas de plus petit element. 

Correction 6 

yfa + Vb ^ 2y/ a + b <=>■ {yfa + Vb ) 2 ^ 2 (a + b) 

c\ 

car les termes sont positifs, et la fonction x^-x est croissante sur M + . Evaluons la difference 
2(a + b) — {yfa + Vb ) 2 

2 (a + b) — ( yfa + Vb) 2 = a + b — 2 yfaVb = ( yfa — Vb) 2 ^ 0. 

Done par V equivalence, nous obtenons I’inegalite recherchee. 

Correction 7 1. Calculons d’abord /( 0). Nous savons /( 1) = /(1 + 0) = /(l) + /(0), done /( 0) = 

0. Montrons le resultat demande par recurrence : pour n = 1, nous avons bien /( 1) = 1 x /( 1). 
Si f(n) = nf{ 1) alors f(n + 1) = f{n) + /( 1) = nf( 1) + /( 1) = (n + 1)/(1). 

2. 0 = /( 0) = /(— 1 + 1) = /(— 1) + /(l). Done /(— 1) = — /(I)- Puis comme ci-dessus f{—n) = 
nf(-l) = -nf{ 1). 

3. Soit q = f . Alors f{a) = /(f + f + • • • + f ) = /(f) + • • • + /(f) (b termes dans ces sommes). 
Done f(a) = bf{ff). Soit af{ 1) = bf{ f). Ce gm s’ecrit aussi /(f) = f/(l). 

Fixons x € M. Soit (af) une suite croissante de rationnels qui tend vers x. Soit (/%) une suite 
decroissante de rationnels qui tend vers x : 

< «2 < «3 < • ■ ■ < X ^ < @2 ^ A- 

^4/ors comme oti ^ x ^ /% et que f est croissante nous avons f{af ^ f(x) ^ /(/%). D’apres 
la question precedent cette inequation devient : a*/(l) ^ /(x) ^ /3j/(l). Comme {af et (/?*) 
tendent vers x. Par le “theoreme des gendarmes” nous obtenons en passant a la limite : xf{ 1) ^ 
f(x) ^ x/(l). Soit f(x) = x/( 1). 
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Serie d’exercices 2 



Exercice 1 Les suites suivantes sont-elle majorees, minorees ? monotones ? : 
n 2 - 25 

u n = (-1)" 



1 ■ u n = 



2 n 2 + 1 ’ 



„ mr 

2. u n = cos — , 
0 



1 



Un = sin 



n 



3. u n = n 2 + 1 



Un. — 



n 2 + (— l) n (ro + 1) 



Exercice 2 On considere la suite (u n ) definie par u n = n2 + k 2 • 

En utilisant le fait que n 2+. n 2 ^ n 2 +k 2 ^ n 2 P our 0 ^ k ^ n, donner un encadrement de u n . Que 
peut-on en deduire ? 

Exercice 3 Soit (u n ) la suite reelle definie par recurrence en posant uq = 1 et u n+ \ = y/1 + u n si 
iief. 

1. Montrer que (u n ) est croissante et majoree. 

2. Montrer que (u n ) converge vers le nombre reel positif i qui 
verifie i 2 — l — 1 = 0 et calculer i. 

3. On suppose maintenant vq = 1 et = \J 1 + v 2 si n € N*. Montrer que v n est croissante non 
bornee. 

Exercice 4 Etudier la suite (■ u n ) definie par = 1 et u n+ \ = -n n (n 2 — 3 u n + 5) Vn ^ 0. Montrer 
que u n diverge. ( On montrera que u n+ \ ^ ku n pour un certain k > 1. 



Exercice 5 Les enonces suivants sont-ils vrais ou faux ? 

1. Une suite a termes positif s qui tend vers 0 est decroissante a partir d'un certain rang. 

2. Si une suite a une limite strictement positive, tons ses termes sont strictement positifs a partir 
d'un certain rang. Reciproque ? 

3. La somme de deux suites converge si et seulement si les deux suites convergent. 



Exercice 6 Une methode ancienne ( attribute a Platon) permettait d’extraire la racine carree d'un 
nombre par un procede iteratif. Pour calculer la racine carree d’un nombre k construit la suite 
reccurente u c = 1 et u n+ \ = . On suppose dans notre cas k = 2. 

1. Montrer que 1 ^ u n ^ 2 pour tout n 

2. Verifier que V n = U 2 n et W n = U 2 n +i monotone 

3. En deduire que v n et w n convergent toute les deux vers \[2 
4- donner \[2 a 4 chiffre apres la virgule. 

Exercice 7 Dans l exercice prec”dent on au vu calculer \f2; On donne deux autre suites recurrente 
dont on admet la convergence vq = 1 , v n+ \ = ^ ^ et wq = 1 , x n+ \ = x n ■ 

1. Montrer que v n et x n converge vers \[2 

2. en calculant V 2 et X 2 laquelle des deux suites vous semble la plus efficace. 
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Correction 1 



1. u n = „ 7 T — croissante bornee 



2 n 2 + 1 

2. u n = (— l) n bornee non monotone 



mr 



3. u n = cos — , u n alterne un nombre fini de valeurs : bornee non monotone 
6 



4- u n = sin —= bornee decroissante 

y/n 

5. u n = n 2 + 1 . croissante non bornee 



6. u n = 



1 



n 2 + (— 1 ) n (n + 1) 



borne non monotone ( elle est toutefois decroissante a partir de n = 2) 



_ i 1 » L> +(-' l -)"(»+i)-((»^i)--i-i)' ,i ('»+2)) 

Un + 1 U ‘ n - (n+l)“ — ( — l) n (n+2) n 2 +(— l) n (n+l) — ((n+l) 2 -(-l)"(n+2))(ra 2 +(-l)™(n+l)) 

n 2 — (n+1) 2 — (— l) n ) ^ n ^ o 

— ((n+l) 2 -(-l)' l (n+2))(n 2 +(-l)"(n+l)) ^ 0 P ° Ur n ^ 2 



Correction 2 ^ u n ^ f pour n ^ 2. Done u n converge vers zero. 



Correction 3 no = 1 et u n+ \ = \/\ + u n si n € N* . 

1. Par recurrence 0 ^ u n ^ 2, et on a uo = 1 ^ u\ = \[2 et par induction si u n - 1 ^ u n on 
aurau n = \Jl + u n -\ ^ y/1 + u n = u n+ \, done (u n ) est croissante et majoree. 

2. (u n ) est croissante et majoree, done que (u n ) converge vers le nombre reel positif £ qui verifie 
l = y/l + l et par suite £ 2 — £ — 1 = 0. On resoud V equation pour avoir l = 1+ 2 

3. La croissance s obtient de la meme maniere,par contre si on suppose qu elle est majoree, on 
aura croissante majoree, done convergente vers l satisfaisant l = \/l + l 2 et done £ 2 — £ + 1 = 0 
impossible. 

Correction 4 On a u n+ \ = \u n (u 2 - 3 u n + 5) = \u n {u n - §) 2 + x) ^ ~^~ u n 

2 2 o 



Correction 5 1. 

rang. Faux u n 



Une suite a termes positif s qui tend vers 0 est decroissante a partir d’un certain 

exp(—l) n 

n 



2. Si une suite a une limite strictement positive, tous ses termes sont strictement positifs a partir 
d’un certain rang. Vrais (cours) 

Reciproque Faux u n = p 



3. La somme de deux suites converge si et seidement si les deux suites convergent. Faux u n = n et 
V n = b ~ n 



Correction 6 On pose f(x) = frrj, alors f est decroissante, on ecrit f(x) = 1 + si on veut eviter 
la derivee. 

1. par induction 1 ^ u n ^ 2 on aura /( 2) ^ f(u n ) ^ /( 1) ce qui donne 1 ^ u n+ \ ^ 2 

2. v n et w n verifient v n+ \ = fof{v n ) et w n+ \ = fof(w n ) et comme fof croissante, implique que 
U 2 n et U 2 n+i sont monotones 

3. les deux suiteS sont monotones bornees, done convergente vers l\ et I 2 respectivement. On resoud 
l\ = f {I 2 et I 2 = f(h pour trouver h = h = \f2. 



Correction 7 1. On passe a la limite dans la formule de x n et de v n pour montrer que l = \[2 

2. par la calculatrice sj2 = 1,4142135623730950488016887242096980. Onav 1 = 1.5, v 2 = 1.41, v 2 = 
1,41421 et xi = 1.41x2 = 1, 414213, x 3 = 1,414213562373095048 
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SMPC-S1 
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Serie d’exercices 3 



Exercice 1 Calculer lorsqu ’elles existent les limites suivantes 



ar— 4 
x 2 —3x+2 



a) lim^o ~ 1x1 b) lim^-oo L+lM c ) lina^^s 

d) lim^Tr e) lim^o ' /T +*~ x ' /1+x - f) li ma; ^ +00 \Jx + 5 - sjx - 3 



S') lini. 



a:— >■() 



y/l+.r 2 -l 



/») lim, a: " 1 



• A a;— x n — l 



Exercice 2 A Demontrer que lim — — — — = 1. 

x-+0 X 



, x m — y/l — X m 

2. Soient m, n des entiers positifs. Etudier lim — . 

rr-s>0 x n 

3. Demontrer que lim — (\/l + x + x 2 — 1) = - . 

x^>o x 2 

Exercice 3 1. Montrer que toute fonction periodique et non constante n’admet pas de limite en 

+oo. 

2. Montrer que toute fonction croissante et majoree admet une limite finie en +oo. 



Exercice 4 Les fonctions suivantes sont-elles prolongeables par continuite sur M ? 

1 12 

a) fix ) = sin a; • sin — ; ) h{x) = k ■ 

x ~ 1 — x 1 — x z 

Exercice 5 Soit f une fonction de [a, b] dans [a, b] telle que pour tout x et x' (x ^ x' ) de [a, b] on 
ait : | f(x) — f(x')\ < \x — x'\. 

1. Montrer que f est continue sur [a, b\. 

2. Montrer que I’equation f(x) = x admet une et une seule solution dans [ a,b\ . (On pourra intro- 
duce la fonction : x i->- g(x) = f(x) — x). 

Exercice 6 Soit f : [a, b] — y M une fonction continue telle que f(a ) = fib). Montrer que la fonction 
git ) = f(t + — f(t) s’annule en au moins un point de [a, g ^\- 

Application : une personne parcourt 4 km en 1 heure. Montrer qu’il existe un intervalle de 30 mn 
pendant lequel elle parcourt exactement 2 km. 



Exercice 7 Soit f : M —y M continue telle que lim / = — oo et lim / = +oo. Montrer que f s’annule. 

— oo +oo 

Appliquer ceci aux polynomes de degre impair. 

Exercice 8 Soient I un intervalle de K et f : I —y M continue, telle que pour chaque x € I, f(x) 2 = 1. 
Montrer que f = 1 ou f = — 1. 



1 




Correction 1 1. x + t 2 ^ = x + 2^. Si x > 0 cette expression vaut x + 2 done la limite a droite 

en x = 0 est +2. Si x < 0 Vexpression vaut —2 done la limite a gauche en x = 0 est —2. Les 
limites a droite et a gauche sont differentes done il n’y a pas de limite en x = 0. 

2. - = x + 2^- = x — 2 pour x < 0. Done la limite quand x — > — oo est — oo. 

3. r _.^ 3 ~ 4 +2 = = lorsque x — >• 2 cette expression tend vers 4. 



4- 

5. 



ite? = 1 i + C c°o S sx = (1 C ’°r+^ COSa ' ) = 1 - cosx - Xor W la limite est done 2. 

-y/l+rr— \/l+ff 2 ^/1+a;— Vl+x 2 ^ \/l+^H-Vl+^ 2 1+x— (1+# 2 ) x—x 2 

x x y/l-\-X+Vl-\-X 2 x(y/l-\-X-\-\/]--\-X 2 ) x(y/l+X-\- y/ 1-\~X 2 ) yj l-\-X-\-y/ l-\-X 2 ' 



1—X 



Lorsque x — >• 0 la limite vaut \ ■ 

6. yjx + 5 — y/x — 3 = [y/x + 5 — y/x — 3) x 
x — >• +oo, la limite vaut 0. 

7. iVcms avons Vegalite a 3 — l = (a — 1)(1 + a + a 2 ). Powr a = Vl + x 2 cela donne 



/x+5-\-\/x — 3 x+5— (x— 3 ) 

/ 7 + 5 +\/ 7— 3 y/x+5+\/x — 3 



/S+5+\/7— 3 ' 



Lorsque 



a — 1 



V - 1 



1 + x 2 — 1 



1 



x 2 x 2 (l + a + a 2 ) x 2 (l + a + a 2 ) 1 + a + a 2 

Pors que x — >• 0, aZors a — >• 1 et la limite cherchee est . 

Autre methode : si Von salt, que la limite d’un taux d’accroissement correspond a la derivee nous 
avons une methode moins astucieuse. Rappel (ou anticipation sur un prochain chapitre) : pour 
une fonction f derivable en a alors 

fix) ~ /(a) 



lim 

x^a 



x — a 



= /'(<*)• 



Pour la fonction f(x) = v^l + x = (1 + x)s ay ant f'(x) = |(1 + x) 3 cela donne en a = 0 : 
lira Tt+jLzI = lim = lim M - M = /(, 0, = 1 



#—>■0 



x — ^0 



x ->0 x — 0 



8. = 1 + x + x 2 + • • • + x n . Done si x —> 1 la limite de 



x n -l 

x—1 



est n. Done la limite de 



x—l 
x n — l 



en 



1 est ±. 

La methode avec le taux d’accroissement fonctionne aussi tres bien id. Soit /(x) = x n , f'{x ) = 



nx 



n— 1 



et a = 1. Alors tend vers f{ 1) = n. 



Correction 2 Generalement pour calculer des limites faisant intervenir des sommes de racines carrees, 
il est utile de faire intervenir “Vexpression conjuguee” : 

^ _ (y/a - Vb)(y/a + Vb) _ a-b 

y/a + yfb y/a + yfb 

Les racines au numerateur ont “disparu” en utilisant Videntite (x — y)(x + y) = x 2 — y 2 . 

Appliquons ceci sur un exemple : 

VI + x m - VI - x m 



fix) = 



x“ 



(VI + x m - VI - x m ){y/l + x m + VI - X m ) 

X n (y/1+X m + VI - X m ) 

1 + x m — (1 — X m ) 



X' 



l iVT+ 



x m + VI - X r ‘ 
2x m 



X 



l (Vl + X m + VI - x m ) 



X’ 

2x m ~ n 

Vi + x m + Vi-^ 
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Et nous avons 



2 



lim - _ 

X^O y/\ + X m 



+ v / T zr 



= 1. 



Done V etude de la limite de f en 0 est la meme que celle de la fonction x >-)• x m ~ n . 

Distinguons plusieurs cas pour la limite de f en 0. 

- Si m> n alors x m ~ n , et done fix), tendent vers 0. 

- Si m = n alors x m ~ n et fix) tendent vers 1. 

- Si m < n alors x m ~ n = J ,„l m = \ avec k = n — m un exposant positif. Si k est pair alors les 
limites a droite et a gauche de ^ sont +oo. Pour k impair la limite a droite vaut +oo et la 
limite a gauche vaut —oo. Conclusion pour k = n — m > 0 pair, la limite de f en 0 vaut +oo et 
pour k = n — m > 0 impair f n’a pas de limite en 0 car les limites a droite et a gauche ne sont 
pas egales. 



Correction 3 1. Soit p > 0 la periode : pour tout x £ M, f(x + p) = fix). Par une recurrence 

facile on montre : 

Vn€ N VxGi f(x + np) = f(x). 

Comme f n’est pas constante il existe a,b € R tels que /(a) / fib). Notons x n = a + np et 
Un = b + np. Supposons, par Vabsurde, que f a une limite t en +oo. Comme x n —y +oo alors 
f(x n ) — >• i. Mais f(x n ) = f(a + np) = f(a), done l = f(a). De meme avec la suite ( y n ) : 
y n +oo done f(y n ) t et f(y n ) = f(b + np) = f(b), done t = /(&). Comme /(a) / f(b) 
nous obtenons une contradiction. 

2. Soit f : M — M une fonction croissante et majoree par M e M. Notons 

F = f(R) = {f(x) | x € M}. 

F est un ensemble ( non vide) de M, notons t = sup F. Comme M £ M est un majorant de F, 
alors l < +oo. Soit e > 0, par les proprietes du sup il existe yo € F tel que i — £ ^ yo ^ t. 
Comme yo £ F, il existe xq £ M tel que f(x o) = yo- Comme f est croissante alors : 

Vx ^ xo f(x) ^ f{x 0 ) = yo > t - e. 

De plus par la definition de i : 

Vx £ M f{x) ^ l. 

Les deux proprietes precedentes s’ecrivent : 

Vx ^ xo £ — e ^ fix) ^ l. 

Ce qui exprime bien que la limite de f en +oo est l. 



Correction 4 1. La fonction est definie sur M* t elle est continue sur M*. Il faut determiner un 

eventuel prolongement par continuite en x = 0, e’est-a-dire savoir si f a une limite en 0. 

|/(x)| = | sinx|| sin l/x| ^ |sinx|. 

Done f a une limite en 0 qui vaut 0. Done en posant /( 0) = 0, nous obtenons une fonction 
f : M — y M qui est continue. 

2. h est definie et continue sur M \ {— 1, 1}. 

1 2 1 + x — 2 — 1 + x —1 

1 — x 1 — x 2 (1 — x)(l + x) (1 — x)(l + x) (1 + x)' 

Done h a pour limite — ^ quand x tend vers 1. Et done en posant hi 1) = — nous definissons 

une fonction continue sur M \ {— 1}. En —1 la fonction h ne peut etre prolongee continuement, 
car en — 1, h n’admet de limite finie. 
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Correction 5 1. Pour toute suite x n qui tend vers x, on a \ f(x n ) — f(x) \ < \x n — x'\ — >• 0. 

2. On utilise le theoreme des valeurs intermidiaires pour la fonction : x >-)• g[x ) = f(x) — x). 

Correction 6 1. g{a) = /(^) — /(a) et g( g ^) = f(b) — Comme f(a ) = f(b) alors 

nous obtenons que g(a) = —g{ 9 ^-). Done ou bien g{a) ^ 0 et ^ 0 ou bien g(a) ^ 0 et 

gi 9 ^) ^ 0. D’apres le theoreme des valeurs intermediates, g s’annule en c pour un c entre a 
et ^ . 

2. Notons t le temps (en heure) et d(t) la distance parcourue (en km) entre les instants 0 et t. Nous 
supposons que la fonction t i->- d(t) est continue. Soit f(t) = d(t) — 4 1. Alors /( 0) = 0 et par 

hypothese /( 1) = 0. Appliquons la question precedente avec a = 0, b = 1. II existe c € [0, |] tel 

que g(c) = 0, c’est-a-dire f(c+ = /(c). Done d(c+ ~ d(c) = 4(c+ |) — 4c = 2. Done entre 
c et c+ (soit 1/2 heure), la personne parcourt exactement 2 km. 

Correction 7 II existe x < 0 tel que f(x) < 0 et y > 0 tel que f(y) > 0, d’apres le theoreme 
des valeurs intermediates, il existe z €]x, y[ tel que f(z ) = 0. Done f s’annule. Les polynomes de 
degre impair verifient les proprietes des limites, done s ’annulent. Ceci est faux, en general, pour les 
polynomes de degre pat, par exemple regardez f(x) = x 1 + 1. 

Correction 8 Comme f(x ) 2 = 1 alors f(x) = ±1. Attention! Cela ne veut pas dire que la fonction 
est constante eg ale a 1 ou —1. Supposons, par exemple, qu’il existe x tel que f(x) = +1. Montrons 

que f est constante egale a +1. S’il existe y / x tel que f(y) = —1 alors f est positive en x, negative 

en y et continue sur I. Done, par le theoreme des valeurs intermediates, il existe z entre x et y tel 
que f(z) = 0, ce qui contredit f(z) 2 = 1. Done f est constante egale a +1. 
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Serie d’exercices 4 



Exercice 1 Etudier la derivabilite des f onctions suivantes : 



j\ (x) = x 2 cos — , si x ^ 0 

X 



f 2 (x) = sin x ■ sin — , si x ^ 0 
x 



/i(0) = 0; 
/ 2 ( 0 ) = 0 ; 



, s \x\Vx 2 -2x + l . 

h(x) = , Six^ 1 

x — 1 



; / 3 (i) = i. 

Exercice 2 Determiner a, b £ M de maniere a ce que la fonction f definie sur M + par : 
f(x) = \fx si 0 ^ x ^ 1 et f(x) = ax 2 + bx + 1 si x > 1 

soit derivable sur M?j_ . 

Exercice 3 Calculer la fonction derivee d’ordre n des fonctions f,g , h definies par : 
f(x) = since ; g{x) = sin 2 x ; h{x) = sin 3 x + cos 3 x. 

Exercice 4 Montrer que pour tout \e x — 1 — x\ ^ 

Exercice 5 Par application du theoreme des accroissements finis a f(x) = lnx sur [n, n + 1] montrer 
que 



s. = E 



k = 1 



tend vers I’infini quand n tend vers Vinfini. 



Exercice 6 Soient x et y reels avec 0 < x < y. 

1. Montrer que 

y — x 

x < < y. 

In y — In x 

2. On considere la fonction f definie sur [0, 1] par 

a i->- f(a) = ln(ax + (1 — a)y ) — a lnx — (1 — a) lny. 

De V etude de f deduire que pour tout a de] 0, 1 [ 

a lnx + (1 — a) lny < ln(ax + (1 — a)y). 

Interpretation geometrique ? 

Exercice 7 Soit fi,f 2 et f -2 les applications de M dans M definies par /i(x) = , / 2 (x) = 

1 + x 1 — x 

X 

et f 2 (x) = - 2 

1 — x z 

1. Calculer f[ n \ 0) et f^ n \ 0) pour tout n € N et en deduire les formules de taylor de f\ et de f 2 a 
I’ordre 6. 



1 




2. Deduire la formule de Taylor de fo a I’ordre 6. 



Exercice 8 En appliquant la regie de l Hospital plusieurs fois, determiner la limite en 0 de 

arctan x — sin x 
tan x — arcsin x 

Exercice 9 1. Developpement limite en zero de ln(cos(x)) (a I’ordre 6). 

2. Developpement limite en zero de cosx.ln(l + x) a I’ordre 4. 

3. Developpement limite en 1 a I’ordre 3 de f(x) = \[x. 

4 ■ Developpement limite en 1 a I’ordre 3 de g{x) = . 

5. Developpement limite a I’ordre 3 en | de h(x ) = ln(sinx). 



Exercice 10 Donner un developpement limite a I’ordre 2 de f(x) = 



un developpement a, Tordre 2 en +oo. Calculer un developpement a I’ordre 1 en — oo. 



en 0. En deduire 



Exercice 11 Calculer les limites suivantes 

e x2 — cosx ln(l + x) — sinx cos x — \J 1 — x 2 

Inn 77 Inn — lim 

a;— >0 X z x->0 X x->0 X 4 



Exercice 12 Etudier la position du graphe de V application x >-)• ln(l + x + x 2 ) par rapport a sa 
tangente en 0 et 1. 
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Correction 1 1. La fonction fi est derivable en dehors de x = 0. En effet | : est derivable sur 

M* et x i->- cos x est derivable sur M, done par composition x i->- cos ^ est derivable sur M* . Puis 
par multiplication par la fonction derivable i 4 i 2 , la fonction f\ est derivable sur M*. Par la 
suite on omet souvent ce genre de discussion ou on l ’abrege sous la forme “f est derivable sur 
I comme somme, produit, composition de fonctions derivables sur I 
Pour savoir si f± est derivable en 0 regardons le taux d ’accroissement : 



fi(x) - /i(0) 
x — 0 



1 

= x cos — . 



X 



Mais xcos(l/x) tend vers 0 (si x — >• car |cos(l/x)| ^ 1. Done le taux d’ accroissement tend 

vers 0. Done f\ est derivable en 0 et /{( 0) = 0. 

2. Encore une fois f ' 2 est derivable en dehors de 0. Le taux d’ accroissement en x = 0 est : 

f 2 (x) - f 2 (0) sinx . 1 

= sm — 

x — 0 x x 



Nous savons que — >• 1 et que sinl/x n’a pas de limite quand x — >• 0. Done le taux d’accrois- 

sement n’a pas de limite, done f 2 n’est pas derivable en 0. 



3. La fonction fy s ’ecrit : 



h(x) 



x\\x — 1 
x — 1 



Done pour x ^ 1 on a fz(x) = x ; pour 0 ^ x < 1 on a fz(x) = — x ; pour x < 0 on a 
h(x) = x. 

- La fonction fo est definie, continue et derivable sur M\{0, 1}. Attention! La fonction x i->- |x| 
n’est pas derivable en 0. 

- La fonction fy n’est pas continue en 1, en effet lini T ^i + fs(x) = +1 et lim x ^ 1 _ fz(x) = — 1. 
Done la fonction n’est pas derivable en 1 . 

- La fonction fy est continue en 0. Le taux d’accroissement pour x > 0 est 



/ 3 O) ~ f 3(0) = ~ x 
x — 0 x 



et pour x < 0, 



f3(x) - /3(0) 
x — 0 



- = + 1 . 

X 



Done le taux d’accroissement n’a pas de limite en 0 et done fi n’est pas derivable en 0. 



Correction 2 La fonction f est continue et derivable sur ]0, 1[ et sur ]l,+oo[. Le seul probleme est 
en x = 1 . 

II faut d’abord que la fonction soit continue en x = 1. La limite a gauche est lim a ,_ >1 - yfx = +1 et 

a droite lim T _ >1 + ax 2 + 6 x + l = a + 6 + l. Done a + b + 1 = 1 . Autrement dit b = —a. 

II faut maintenant que les derivees a droite et a gauche soient egales. Comme la fonction f res- 
treinte a ] 0 , 1 ] est definie par x i->- y/x alors elle est derivable a gauche et la derivee a gauche s’obtient 
en evaluant la fonction derivee x i->- en x = 1 . Done f' g { 1 ) = 

Pour la derivee a droite il s’agit de calculer la limite du taux d’accroissement » lorsque 

x — >• 1 avec x > 1 . Or 

fix) — /(l) ax 2 + bx + 1 — 1 ax 2 — ax axix — 1 ) 

i — = 1 = r~ = i — = ax - 

Done f est derivable a droite et f' d { 1) = a. Afin que f soit derivable, il faut et il suffit que les derivees 

a droite et a gauche existent et soient egales, done ici la condition est a = 

Le seul couple (a, b) que rend f derivable sur ]0, +oo[ est ( 0=^,6 = —^). 



3 




Correction 3 1. Selon que n = 0 (mod4),l (mod 4), 2 (mod 4), 3 (mod 4) alors f^ n \x) vaut 

respectivement sin x, cosx, — sin x, — cosx. 

2. La derivee de sin 2 x est 2 sin x cos x = sin 2x. Et done les derivees suivantes seront : 2 cos 2x, —4 sin 2x, —8 c 
Et selon que n = 1 (mod 4), 2 (mod 4), 3 (mod 4),0 (mod 4), alors g-l (x) vaut respectivement 

2 n ~ 1 sin 2x, 2 n_1 cos 2x, — 2 n ~ 1 sin 2x, —2 n ~ 1 cos 2x. 

3. sin(x) 3 + cos(x) 3 = — \ sin(3x) + | sin(x) + \ cos(3x) + | cos(x) et on derive... 

Correction 4 Pour simplifier nous supposons x > 0. 

1. Appliquer le theoreme des accroissements finis ne va pas etre suffisant. En effet, soit f(x) = 
e x — 1 — x. Alors il existe c €]0, x[ tel que f(x) — /( 0) = f(c)(x — 0). Soit f(x) = (e c — l)x. Soit 
maintenant g(x) = e x — l alors, par le theoreme des accroissements finis sur [0, c] il existe d €]0, c[ 
tel que g{c) — g( 0) = g'(d)(c — 0), soit e c — 1 = e d c. Done e x — 1 — x = f(x) = ( e c — l)x = e d cx. 

Comme d ^ c ^ x, alors e x — 1 — x ^ e x x 2 . 

Cela donne une inegalite, mais il manque un facteur 1/2. 

2. Nous allons obtenir I’inegalite par application du theoreme de Rolle. Soit maintenant f(t ) = 
e* — 1 — t — k\. Nous avons /( 0) = 0, x > 0 etant fixe, nous choisissons k tel que f(x) = 0, 

(un tel k existe car e x — 1 — x > 0 et x 2 > 0). Comme /( 0) = 0 = f(x) alors par Rolle il existe 
c G]0, x[ tel que f'(c ) = 0. Mais f(t) = e* — t — kt, done f{ 0) = 0. Maintenant f'( 0) = 0 = f'(c ) 
done il existe (par Rolle toujours !) d e]0, c[ tel que f”(d ) = 0. Or f"(t ) = e* — k, done f"{d) = 0 
donne k = e d . Ainsi f(x) = 0 devient e x — 1 — x = e d ^~. Comme d ^ x alors e x — 1 — x ^ e x ^. 

Correction 5 Le theoreme des accroissements finis donne : ln(n + 1) — ln(n) = — (n + 1 — n) = 

x v 7 C n x 7 C n 

avec c n £ \n,n+ ll . Or c n ^ n done ( (-■ Done : 

1 J Ll Cn 

n n 1 n 

S n = ^ ln(fc + l) — ln(fc) = In (n + 1). 

k ci. 

k = 1 fc=l fc=l 

La derniere egalite s’obtient car la somme est telescopique et lnl = 0. Done S n ^ ln(n + 1), done 
S n — y +oo. 



Correction 6 1. Soit g(t ) = In t. Appliquons le theoreme des accroissements finis sur [x,y\. Il 

existe c £}x,y[, g(y) - g(x) = g'(c)(y - x). Soit In y - lnx = \(y - x). Done lny y Z^ J = Or 
x < c < y done \ . Ce qui donne les inegalites recherchees. 

y c x 

2 - /'(“) = ax+(i-a)y ~ ln x + ln ^- Et = ~ ( a x+(i-a)y) 2 ~ Comme f" est negative alors f est 

decroissante sur [0, 1]. Or /'( 0) = - — - h y x > 0 d’apres la premiere question et de meme 
f( 1) < 0. Par le theoreme des valeurs intermediates, il existe c £ [x,y\ tel que f(c) = 0. 
Maintenant f est positive sur [0, c] et negative sur [c, 1] . Done f est croissante sur [0, c] et 
decroissante sur [c, 1]. Or /( 0) = 0 et /( 1) = 0 done pour tout x £ [0, 1], f(x) ^ 0. Cela prouve 
l ’inegalite demandee. 

3. Geometriquement nous avons prouve que la fonction ln est concave, e’est-a-dire que la corde (le 
segment qui va de (x,f(x)) a ( y,f(y )) est sous la courbe d’equation y = f(x). 



Correction 7 Soit fi, f -2 et fi les applications de M dans M definie par f\ (x) = , //(x') 

1 — x 

et f 2 (x) = 



1 — x 2 



1 



1. On a fi(x) = — 1 + - — - et par consequent : f[ n \x) = n 1 ce qui donne 

fl{x) = 1 + X + x 2 + x 3 + x 4 + x 5 + x 6 + x 6 o(x ) 

On obtient de meme f 2 {x) = 1 — x + x 2 — x 3 + x 4 — x 5 + x 6 + x e o(x ) 



x 

1 + X 
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2. fz(x) = \(f\ + $ 2 ) et la formule de Taylor en decoule 



Correction 8 En appliquant la regie de l Hospital 3 fois, on trouve 

„ arc tan x — sin x „ y — 2 — cosx 

Inn x ->• 0 = lima; ->• 0 , — = • • • = — 1. 



tan x — arcsin x 



1 + tarn x — 



1 



\/T—x2 



Correction 9 1 . 

2. ln(cos x) = — -x 2 — —x 4 — —x e + o (x 6 ). 

3. Simple produit de DL cosx et DL(ln( 1 + x) 

4- Premiere methode. On applique la formide de Taylor (autour du point x = 1) 

/(*) = /(!)+ /'UK* + + - l ) 3 + o((x - l) 3 ) 

Comme /(x) = yfx = 12 alors f'(x) = gX ~2 et done /'( 1) = Ensuite on calcule f"(x) (puis 
f"{ 1)A /"' 0) (et enfin /"'( 1)). 

On trouve le dl de f(x) = yfx au voisinage de x = 1 : 

Vx = 1 + ^(x - 1) - ^(x - l) 2 + -^(x - l) 3 + o((x - l) 3 ) 



Deuxieme methode. Posons h = x — 1 fet done x = h + lj. On applique la formule du dl de 
■\/l + h autour de h = 0. 



/(x) = \[x = \/l + h 



= l + -h--h 2 + —h 3 + o(h 3 ) 
2 8 16 v ' 



e’est Za formide du dl de y/l + h 
(x — l) 3 + o((x — l) 3 ) 



5. La premiere methode consiste a calculer g' (x) = exp yx, g"(x), c/"(x) pmsg(l), ^'(1), g"{T), 
g"'( 1) pour pouvoir appliquer la formule de Taylor conduisant a : 

exp(v / x) = e + |(x - 1) + ^(x - l) 3 + o((x - l) 3 ) 

(avec e = exp(l ) ). 

Autre methode. Commencer par calculer le dl de k{x) = expx en x = 1 ce qui est tres facile car 
pour tout n, k^ n \x) = expx et done k^ n \ 1) = e : 

expx = e + e(x — 1) + —(x — l) 2 + —ix — l) 3 + o((x — l) 3 ). 

Zj\ O I 

Pour obtenir le dl g(x) = h(y/x) en x = 1 on ecrit d’abord : 

exp(v / x) = e + e[yfx - 1) + ^{y/x-lf + ^(Vx - l) 3 + o(( v / x - l) 3 ). 

II reste alors a substituer yfx par son dl obtenu dans la premiere question. 
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6. Posons u = x — | (et done x = | + u). Alors 

/ \ . / 7T . . , 7T \ , • / \ f \ \/3 1 

sm(x) = sm( — + u) = sm( — J cos(u) + sm(u) cos( — ) = —— cos u + - sm« 
o o o z z 

On connait les dl de sin it et cos u autour de u = 0 (car on cherche un dl autour de x = %) done 



\/3 ,1 . 

sm x = — cos u H — sin u 
2 2 

] X „,2 , ,3 \ , 1 ( „. 1 ,,.3 , 



= -2" ^"2!“ +o(u) j + 2r“3! U +o(w ' 

= f + i»-^» 2 -2;» 3 + o(« 3 ) 



2 2 
V3 1 
~2 + 2* 



1 

4 12' 

7r ' \/3, 

3' 4 3 



= - J) 2 - ^(x - ^-) 3 + o((x - ^) 3 ) 



7I\ 

3 



7T , 

3 



Maintenant pour le dl de la forme ln(o + v) en v = 0 on se ramene au dl de ln(l + v ) ainsi 



ln(o + v) = In (a(l + -)) = lna + ln(l + -) = lna+- — - -,+--o + o(v 3 ) 

n ' n n ) n z A 



v 1 tr lr 



a 2 a 2 3r 

On applique ceci a h(x) = ln(sin x) en posant toujours u = x — | 



r / \ / . X . / \/3 1 \/3 2 1 q , q, 

n(xj = In(smi) = In 1 — u —u u + o(u ) 



12 
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= In ^ j + ta (l + ^ ^ + 0( " 3 >)) 

= • • • on effectue le dl du In et on regroupe les termes 

=ln (f) + ^H“ 2 + ^“ 3+ “<“ 3) 

i / V 3 \ 1. 7r x 2. 7r o 4 , 7r q // 7r * q x 

l 2 i ^3 3 ; 3 V 3 ; 9yT 3 ; U 3 7 ' 



On trouve done : 
ln(sinx) = 



i ( 1 , tt 

1,1 (t- + 7! (i -3> 



2. 7T o 4 . 7T q // ^"\3\ 

-(x 2 H = (x 3 + o (x ) 3 ) 

3 V 3 y 9x73 3 y u 3 ; ' 



Bien sur une autre methode consiste a calculer h(l), h!(l), h"( 1) et h!"( 1). 
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